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CALCUL DE PROBABILITES

I-Expérience aléatoire - Evénement- Univers:
1-Activité :
experience 1 : On lance un dé (cube a six faces numérotés de 1 a 6 ) et on note le résultat

de la face supérieure.Quel sont les résultats possibles ?
expérience 2 : On lance une piéce de monnaie 3 fois successives et on note a chaque fois

le résultat de la face supérieure.Quels sont les résultats possibles ?
2-Expérience aléatoire-Eventualité-Univers-Evénement :
Définitions et exemples
Expérience aléatoire : On appelle expérience aléatoire toute expérience dont les résultats possibles sont

connus mais on ne peut pas donner le résultat exact avant de la réaliser.
exemple : expérience 1 et expérience 2

Les résultats possibles de ces deux expériences aléatoires :

exemple: expérience 1: {1,2,3,4,5,6 }

expérience 2:  { FFF, FFP,FPF,FPP,PPP PPF,PFP,PFF }

Eventualité-Evénement élémentaire : Chaque cas possible s’appelle éventualité ou événement élémentaire.

expérience 1: { 1} est une éventualité

exemple: .
P expérience 2: { FPF } est une éventualité

Univers : les éventualités (ou les événements élémentaires ) constituent un ensemble qu” on appelle univers.
On le note QO
expérience 1: Q= {1,2.3,4,5,6 }
experience 2. Q= { FFF,FFP,FPF,FPP, PPP,PPF,PFP, PFF }
Eveénement : toute partie A de €2 s’appelle événement .
expérience 1: A= { 14 } est un événement.
expérience 2: B= {FFP,PPF,PFF} est un événement.
3- Vocabulaire et notation :
o L’événement A = & s’appelle événement impossible .
« L’événement A = 2 s’appelle événement certain .

« L’événement A N B est I’ensemble constitué par des éventualités réaliséés a la fois par les deux
événements AetB .

expériencel: A={134} et B={2346} alors ANB={34}

o L’événement A U B est I’ensemble constitués par des éventualités réalisées soit par I’événement
A ou par ’événement B .
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expériencel: A={1,3,4} et B ={2,3,4,6 } alors A UB= {1,2,3,4,6}
* Si ANB = ondit queA et B sont deux événements incompatibles .

expériencel: A={1,3,4} et B ={2,6} alors ANB=g

* Si ANB=J et AUB =Q alors B s’appelle I’événement contraire de A on le note B
etona A=B et A=B .OnditqueA etB constituent une partition de Q2
expériencel: A= {1,4} I’événement contraire de A est A = { 2,3,5, 6}

expérience2: B ={FFP,PPF,PFF} I’événement contraire de A est B ={FPP;FPF;PFP;FFF;PPP}

I1- Notion de probabilité :
1- Activite :
On lance dans I’air une piéce de monnaie et on marque a chaque fois la face supérieur.

On répéte cet expérience 100 fois. Ce tableau donne le nombre de réalisations de chaque face:

face F P
Nombres des 53 47
fois

1.Déterminer 1” événement élémentaire qui a la plus grande chance d étre réaliser.

2.Déterminer 1 événement élémentaire qui a la plus petite chance d étre réaliser.

1.C" estl” événement élémentaire - qui a la plus grande chance d” &tre réaliser.

. 53
On dit que la probabilité de 1 événement élémentaire F  est >3 on écrit p({ F }) =—
100 100
2.Cest 1 événement élémentaire P qui a la plus petite chance d étre réaliser.
. 47
On dit que la probabilité de 1 événement élémentaire P est %3(’) on écrit p({ P }) =100~

2- Définition:
Soit () = { Xp; X gy, X n} univers des éventualités d’une expérience aléatoire .
Lorsque on répete une expérience aléatoire N fois dans les mémes conditions si N, est le nombre
de fois qu'on a obtenuex; . Le nombre %s’appel]e la probabilité de I’ événement élementaire { xi}

on note p,= p({Xi})z% ona: P, +P,+Py+---p, =1,

La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des événements

élémentaires qui le constituent:

si A={x, x,x,}alors p(A)=p({x.})+p({x.})+p({x,})
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Exemple
Dans l'activité précédente: Q= { F,P } donc p({ F }) + p({ P })= 1
Propriété

A et B sont deux événements d’un univers () d’une expérience aléatoire

VAeQ:0<p(A)<1 ; p(Q)=1 :  p(”)=0
p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)
p(K):l—p(A).

Une urne contient 3 boules blanches numérotées de 1 a 3 et 5 boules vertes numérotéesde 1 a 5
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard une boule de l'urne.

1) Déterminer Q I' univers des cas possibles.
2) Déterminer la probabilité de chaque événement élémentaire.

3) Considérons les événements suivants :

A ;" Laboule tirée est blanche "
B : " La boule tirée porte un numéro supérieur ou égal a4 "

C : " Laboule tirée est verte et porte un numéro pair "

a) Calculer p(A) , p(B) et p(C)
b) Déterminer AUB puis montrer que p(AUB) = p(A) + p(B)
¢) A-t-on p(B UC) = p(B) + p(C)

4) Considerons les événements suivants :

D : " La boule tirée est verte

E : " Laboule tirée est blanche ou porte un numéro impair "
Calculer p(D) et p(E) en utilisant 3)a)
3- Hypothese d' équiprobabilité :

Propriété :

Soit une expérience aléatoire d' univers ) ou tout les événements élémentaires

ont méme probabilité alors probabilité d’un événement A de <2 est :

cardA
(A) - cardQ
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Remarque

L'équiprobabilité est exprimé par les expressions suivantes:
-Les boules sont indiscernables au toucher.
-On lance un dé au hasard .

-On lance une piéce de monnaie équilibreée .

Exemple

On lance au hasard dans I’air un dé et on note le nombre de points de la face supérieur.

Soit I'événement : A= {1,256} ona p(A):(éz:gg - % avec Q={123456)

Exercice 2
On lance trois fois de suite une piéce de monnaie équilibrée.
1) Déterminer I'univers des cas possibles.

2) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:

A:" Obtenir au moins deux piles "

B:" Obtenir face au premier lancer et pile au deuxieme lancer "
C-" Obtenir au plus une fois pile

3) Les deux événements A et C sont ils incompatibles ?

4- Exercices d'application:

Exercice 3 :

Un sac contient 4 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules blanches. On tire simultanément
et au hasard 3 boules du sac.
1) combien y' a-t-il de résultats possibles ?
2) Calculer la probabilité de chaque événement :
A:" Obtenir 3 boules de méme couleur "
B :" Obtenir 3 boules de couleurs distinctes deux a deux "
C:" Obtenir 3 boules de couleurs distinctes"”
D :* Obtenir au plus 2 boules rouges "

E :" Obtenir au moins une boule blanche "
Exercice 4 :

Une urne contient 8 boules indiscernables au toucher : 3 rouges numérotées 1,0,2 et 5 noires
numérotés:0,0,0,1,1.

On tire successivement et sans remise 3 boules de I'urne.
1)Calculer les probabilités de chacun des événements suivants:
A:" Obtenir 3 boules de méme couleur "

B:" Obtenir 3 boules avec des numéros pairs "

C:" Obtenir 3 boules avec 3 numéros disjoints deux a deux "
D:" Obtenir 3 boules de méme numéro "
2)Calculer les probabilités de chacun des événements suivants:

A, ANB puis AUB
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I11- Probabilité conditionnelle- indépendance de deux événements:
1- Probabilité conditionnelle -indépendance de deux événements:

Définitions :

A et B sont deux événements d’un univers {2 d’une expérience aléatoire .

Probabilité de I'év vz ... P(ANB)
robabilité de I’événement B sachant que I’événement A est réalisé est W .
Y
p(ANB)
P(A)
A et B sont deux événements indépendants si p(Aﬂ B) = p(A)xp(B) c'estadire: p, (B) = p(B) .

Proprietés :

on la note par pA(B) ou par p(B/A) doncon a pA(B)=

A et B deux évenements non videsca d : p(A) #0 et p(B) #0
O

ona:  p(ANB)=p(A)p,(B)=p(B)ps(A)

Exercice 5 :

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher : 5 boules noires numérotées 0,0,0,1,1

3 boules blanches numérotées 1,1,2
2 boules rouges numérotées 2,2

On tire simultanément et au hasard 3 boules du sac
On considére les deux événements suivants -
A " les boules tirées ont la méme couleur "

B : " les boules tirées portent le méme numéro "

1)Ca|cu|erp(A) ) p(B) et p(ANB)
2)Est-ce que les événements A et B sont indépendants ?

3) Calculer la probabilité de chaque événement :
C : " les boules tirées portent le méme numéro sachant qu'il ont la méme couleur "
D : " les boules tirées ont la méme couleur sachant qu' il portent le méme numéro "
2- Expérience composée :

Définitions :

A, et A, sontdeux événements d’un univers () d’une expérience aléatoire et qui forment une

partition de Q cad A et A, sontdisjoints et A UA,=Q .

La probabilité d’un événement B de € est: p(B) = p(Al)pAl (B)+ D(AZ)DAZ (B)
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Exemple :
On considére deux urnes U, et U, tel que :

U1 contient 5 jetons rouges et 3 jetons verts. |4R 2V 5B| | R 3V |
U2 contient 4 jetons rouges, 2 jetons verts et 5 jetons bleu

U

On choisit au hasard une urne puis on tire un seul jeton . 2

Soit ’événement V:" le jeton tiré a la couleur verte "

On construit I’arbre de probabilité

4/11 5/8 3/8

On calcule la probabilité de I’événement V :

On considere les événements suivants :

U1 « le choix de I’urne Ul » U2 « le choix de I’urne U2 »

ona:  V=(U,NV)U(u,NVv)

Donc:  p(V)=P((U;nV)U(U.NV))
=p(U,NV)+p(U,NV)
= p(U1)pu1 (V)+p(U2)pU2 (V)

49
D' ou p(V)=—=

IV- Variable aléatoire- loi de probabilité :

1- Variable aléatoire:

Activité:
Un sac contient 6 cartes indiscernables au toucher numérotésde 1a 6.

On tire au hasard et simultanément 3 cartes du sac.
On associe chaque a tirage le nombre de cartes qui portent un numéro pair.

Cette relation est entre I’ensemble des cas possible Q et I’ensemble R

On la note X et on I'appelle variable aléatoire sur Q et on a:
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X: Q>R
A s X(A)=x

X; est le nombre de cartes de numéros pairs pour chagque tirageAi

X =0 :" toutes les cartes tirées portent des numéros impairs "
X =1 :" une seule carte des cartes tirées porte un numéro pair "
X = 2 :" deux cartes exactement des cartes tirées porte un numéro pair "

X =3 :" les trois cartes tirées portent des numéros pairs "

Les valeurs du variable aléatoire X sont : 0,1,2,3 eton écrit: ~ X(Q) ={0,1,2,3}

Vocabulaire:
En geénéral on note: X(Q) = {Xl,XZ,X3, Y Xn} I'ensemble des valeurs de la variable aléatoire X.

L’écriture D(X = Xi) c’est la probabilité de ’événement A= (X =X, )

Exemple :
Calculer la probabilité de chaque valeur de la variable aléatoire X de I'activité précédente.

On tire simultanément 3 cartes parmi 6 donc card Q =C = 2%% =20
X /2 X

p(x=o)=w=g=i "X =0":3cartes impairs
cardQ e 20

1 2
p(X=1)=Card(X=1)=|:3x|:3 = 3 " X=1" :1pairet2impairs
cardQ C: 20
f— 2 1
p(X=2)=Card(x_2)=[:3>< . _ 29 " X =2" :2pairsetlimpair
cardQ Cs 20
_ 3
p(X=3)=M=E_3=i " X =3" : 3cartes pairs
cardQ S 20

2- Loi de probabilité dune variable aléatoire:
Définition:
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers {2 d’une expérience aléatoire .
L’ensemble des valeurs de X est X(Q) = {X1 1 X510 Xgy 0oy Xn}
Loi de probabilité de X : ¢’est de calculer toutes les probabilités p(X = Xi) avec X, € X(Q)

On peut donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X sous forme d’un tableau :

o e T T
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Remarque:
p(X=x1)+p(X=x2)+p(X=x3)+---+p(X=xn)=1

Exemple :
La loi de probabilité du variable aléatoire X de I'exemple précédent est:

x=xi X=0 X=1 X=2 X=3
1 9 9 1
X=X — — — Py
P( ) 20 20 20 20

9 9 1

1
etona: — + 7 4

—+— =1
20 20 20 20
V- Espérance mathématique- variance- écart type :
1- Définitian
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers {2 d’une expérience aléatoire .
L’ensemble des valeurs de X est X(Q) = {Xl, Xy 3 Xgyeens Xn}
i=n
e Lenombre:E(X) = 3 - p(X=x)=X- p(X=X)+X, - p(X=X, )+ +x, - p(X=Xx,)
i=1
s’appelle I’espérance mathématique du variable aléatoire X
2
e Lenombre V(X)= E(Xz)—[E(X)]
2 9
=(x1)2 p(X=x,) +(x2)2. P(X =x, )+ +(x, )2 - p(X= xn)—[E(X)] s’appelle
la variance du variable aléatoire X .

e Lenombre: o(X)= a/V(X) s’appelle |' ecart-type du variable aléatoire X .

2- Remarque:

V(X)20
3- Exemple :

Calcule de I’espérance mathématique,variance et écart-type du variable aléatoire de I’exemple précédent.

Xi X =0 X, =1 X3=2 X, =3
X xp(X=x;) 0 2% % %
x> xp(X=x,) 0 1&% zzx% 32 % %

D’aprés le tableau on a:
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I'espérance mathémathique de X

E(X) =X, xp (X =x,)+X,xp(X =%, ) +X,xp (X =x,)}+x, xp(X =Xx,)
9 18 /' 3 _ 30
= 0 — +t—+— = —

20 20 20

4 3
20 2

la variance de X

V(X)=(xl)2xp(x= xl)+(x2)2xp(x= x2)+---+(xn)2xp(x= xn)—[E(X)]2

, 9 ., 18 ,.3 (3% 63
= 1"x = 2x_+3><——(— = —
0+ o5 2 %% 0~ %) 20

PPécart-type de X

o(X)=V(X)
_J&s _3J7
2 5

20
V- Loi binomiale :
1- Définition :
Soit p la probabilité d’un événement S d’une expérience aléatoire.

On répéte cette expérience n fois .On considéere X la variable aléatoire associé au nombre de fois
ou I'événement S est réalisé. Ona:  X(Q)={0,1,2,...,n}

X est appelé loi binomiale oudistribution binomiale de paramétres n et p.
2- Proprietés :
Soit X une loi binomiale de paramétres n et p. On a:

E(XX)=n.p et V(X) =n.p.(1- p)

3- Exemple :

On considere I'expérience aléatoire de I' exemple précédent.Soit I'événement S:" les trois cartes

1
tirées portent des numéros impairs" Ona S:(X=0) et p(S) = p(X=0) = %
On répéte cette expérience( tirage de 3 cartes simultanément) 4 fois avec les méme conditions de départ.

On consideére la variable aléatoire X associée au nombre de fois ou I' événement S est réalisé .

X est une loi binomiale de parametres 4 et 1

Calculons I'espérance mathématique et la variance de la loi binomiale X

E(X)=n.p V(X) =n.p.(1- p)
_ 1 1 1
—4x — _ .
1X 20 =4x % x (1 X) )
== _ 19
5 100
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